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Correction du partiel

Exercice 1 :

1. Soit f: R? — R la fonction définie par f(z,t) = In(1 + e**?). f est continue comme
somme et composée de fonctions continues (la fonction f; : R? — R, (z,t) — e**!
est déja un composé de U'exponentielle avec la fonction polynomiale (z,t) — x + t. La
fonction fo: R? - R, (x,t) — 1+ e**t est la somme de la fonction constante 1 sur R et
de la fonction f1, et f la composée de la fonction In: ]0, +oo[— R avec la fonction fo, en
remarquant que fo(R) <]0, +00[). De plus, pour tout ¢t € R, la fonction R — R, z — f(x,t)
est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables et on a :

af ertt

2 _

V(x,t) e R?, 8m(x’t) =i

Enfin, la fonction % R? — R est continue comme composée et quotient de fonctions

continues. Par restriction a R x [0,1], f et % sont également continues. On en déduit que
la fonction f: R >R, z — S(l) f(x,t)dt est de classe C! sur R et que

1
of
VeeR, F'(z) = | ==(z,t)dt
reR P - | Laoa
grice au théoréme de dérivation sous le signe §.

2. En fait, pour tout z € R, la fonction R — R, t — f(x,t) est aussi dérivable comme somme
et composée de fonctions dérivables, et on a :

a T+t (‘)
a*{(%t) = ﬁ = a*i(zvt)-
Alors
) Lo Lo
Ve (o) = [ Fena- [ Gena- el - fe) - @)
41
=In(l+e" ™) —In(1+¢€%) =In (1116;)

3. Pour tout (z,t) € R?, on a les implications :

1
€T >0 = 1+ >1 = In(1+" ™) >In(1) =0 = F(z) = f In(14+e“*)dt > 0

0
(En effet, si F(x) = 0, comme la fonction ¢t — f(x,t) est continue et positive, on a
vt € [0,1],In(1 + e**!) = 0, ce qui contredit I'inégalité ci-dessus). De plus, comme pour
tout x € R, 1ff:1 > 1 (car et > €%), on a

14+ 69:+1

F’(:c)=1n( : >>ln1=().

+ et

F est donc strictement croissante sur R.



4.

5.

e On a:
V(z,t) e R% 14 et > T

et donc f(z,t) = In(1 + e*™) > In(e” ') = x + ¢. Alors

1 1 t2 1 1
Fl)=| fz,t)dt= | (z+t)dt=a+ || =2+ -.
0 0 2 |, 2
Or, limy— 4o (z + %) = 400, done lim,_, o F(2) = +00.
e Par ailleurs, on sait que Vo > 0,In(1+x) < z, et donc V(x,t) € R? In(1+e%tt) < e®*t.
Alors

1

1
F(z) = L In(1 4 ") dt < fo e"thdt = [emH];:O ="t —e” =e"(e—1).

Or, lim,_,_o e* =0, donc lim,_, o e*(e — 1) = 0 et donc lim,_, o F(z) = 0 (car
F(z) = 0).
On a aussi
V(z,t) e R, e > €0 =1,

et donc 2e**Tt > 1+ e**t. Alors :
In(2) + z +t =1n(2) + In(e” ") = In(2e**") = In(1 + **") = f(x,1),

donc . .
1
In(2) + = + 3= f (In(2) + z +t)dt > f f(z,t)dt = F(x).
0 0
Ainsi, grace a la question 4, on a
1

Vx>0,ln(2)+x+§>F(x)>x+f.

F(z)

Siz > 0,1+ 1(n?2) +3) =

> 1+ 5. Or, limp 0o 1+ 2(In2+3) =1 =

limg—4o0(1 + 5). On en déduit que lim, o @) _ 1 et donc F(z) ~ z lorsque
r —> +00.
Exercice 2 :

1. Pour a € {2,3}, on a (JH%)Q ~t o t% (car pour ¢t > 0, (I_:t)a = t”(l-lr%)(—* ol
lim; (1 + $)* = 1). Or, l'intégrale impropre Sfoo % converge (puisque a > 1) et
ﬁ > 0. Donc l'intégrale impropre Sf * (tfi;)a converge, ainsi que SJ * (tfi;)a. D’ou la
conclusion voulue.

2. )

sint
vt > 0, < .
(x+t)? (x+1t)?
Or, I'intégrale impropre S:)r * a f;)z converge. Donc 'intégrale impropre SS— * C tsi‘; t)g dt converge

3.

absolument, et a fortiori elle converge.

e Notons f : ]1,+o0[x[0,+w0[— R, (z,t) — ﬁ f est continue comme quotient
de fonctions continues (la fonction f; : R? — R, (x,t) ~— sint est continue par
composition de la fonction sin: R — R avec la projection canonique R? — R, (z,t) >
t, et la fonction fo: RZ — R, (x,t) — (z +t)? est continue car elle est polynomiale.

Enfin, par restriction, f; et fs restent continues sur |1, 4+o0[x[0, +o0[).



e Pour chaque t > 0, la fonction |1, +oo[— R, z +— SBL  est dérivable car c’est une

(w+1)2
fraction rationnelle, et on a %(z, t)=— (ijirtl)g.
o La fonction % : |1, +0[ %[0, +00[— R est continue comme quotient de fonctions conti-

nues.

e De plus, il existe x €]1, +o0[ tel que 'intégrale impropre S;OO f(z,t)dt converge (par
la question 2).

e L’intégrale impropre SS— * %(~, t) dt converge normalement sur |1, 4+0o[ car

of —2sint 2 2
Ve > 1,Vt > 0,|=(z,t)| = < <
x ox (.’L’ )‘ (:C+t)3 (x+t)3 (1 th)g
(car z > 1, donc & +¢ > 1+t >0 et donc (z +1)* > (1+1)*), ot 'intégrale impropre
+0027dt da < 1 t. 1
o (s converge (d’apres la question 1).

Finalement, par le théoréme de dérivation sous le signe { (le cas non compact), la fonction
F est de classe C! sur |1, +o0[ et on a :

+© 5 +0 _9dint +O  Gint
Vx>1,F’(a:)=J —f(m,t)dt=f Lngdt=—2f I
0 Ox o (z+1) o (z+1)
. Soit R > 0. On a l'intégration par parties :

R " R
f sint(—2(z + ¢)7%) dt = [sint(z + t)_Z]t=O - f (x +t)"%costdt, (1)
0 0

ou encore : n
B _9gint sint B cost
——dt= | — — —dt.
o (z+1)3 (+8)? ]y Jo (z+1)?

Or, limp_, 4o % =0 (car

0), et les intégrales impropres

sin R < 1
@rR?| S @HR® Roto
dt convergent (car ‘(;‘jrib& < (%L%)z ou l'intégrale impropre

+00 _92sint —+00 st
0 Tatpe At et $o @i
o+ * (1-?71)2 converge). On en déduit que I'identité (1) passe a la limite lorsque R —> 400

et que
+o0 . +0
—2sint cost
ST T T
o (z+1) o (x+1)
. Soit g : |1, +00[x[0, +0[— R, (z,t) — (;fff)g g est continue comme quotient de fonctions
continues. Pour tout ¢t > 0, la fonction ]1,4+00[— R, x — g(z,t) est dérivable (c’est

une fraction rationnelle) et %(x,t) = (icft&)tg La fonction g—z: 11, +o0[x[0, +00[— R est

continue comme quotient de fonctions continues. De plus, il existe x €]1,+o0[ tel que

I’intégrale impropre SS— * g(x,t) dt converge (voir la question 4). Enfin, I'intégrale impropre

O+ * g—g(-, t) dt converge normalement sur |1, +oo[ car :
dg 2cost 2 2
Vo> 1,Vt>0,|=2(x,t)| = < < ,
v PG )‘ @+03| S @+t - (1+10)3

2

ou l'intégrale impropre SS—OO FEDE

On en déduit, par le théoréme de dérivation sous le signe §, que la fonction F”: |1, +oo[— R
est de classe C! et que

dt converge (voir la question 1).

+00

a +0o0 2 t +0o0 t
Vx>1,F”(9c)=J a—i(x,t)dtzf CO5° gt = f o8

— —dt
0 o (z+1) o (z+1)3



6. Il y avait une erreur dans l’énoncé, ’équation différentielle a montrer était
1
y'+y——5=0
x

Soit R > 0. On a l'intégration par parties :

R R
f cost(—2(z +t) ") dt = [cost(z + t)_Q]f;O - f (z +t)"%(—sint) dt, (2)
0 0
ou encore :
B _9cost cost 1% B gint
—dt = | —— + | ——5dt
o (@+1)3 (x+1)2],_g Jo (xz+1)?

cos R
(z+R)?

. 1 . ’ . .
Or, img_, 1o 7~ (I+R)2 =0 (car < GrR? P 0), et les intégrales impropres

Sroo (;istga dt et So (;iftt)Q dt convergent (par les questions 2 et 4). On en déduit que

l'identité (2) passe & la limite lorsque R — +00 et que

+o0 +o0
3t 1 sint 1
Vo> 1, —F" :—2f A P f L VA O
v ’ (@) 0 (z+7¢)3 2 o (z+1)? 22 +F(@),
et donc .
Vo > 1,F"(z) + F(z) — — = 0.
x

F est donc solution de I’équation différentielle proposée.

7. Fixons a > 0. Comme & la question 3 et 5, on voit que f et g: Ja, +o0[x [0, +00[— R sont
continues, que les fonctions Ja, +0[— R, = — f(z,t) et g(x,t) sont dérivables pour tout
t =0, et que % et g—g: Ja, +o0[x[0, +o0[— R sont continues. De plus, il existe x > a tel
que les intégrales impropres S; cf (z,t)dt et S; * g(z,t)dt convergent (par les questions
2 et 4), et comme

2 2
< <
(x+1)3 " (a+1)3

Y (1) = —2sint
e (x +1)3
dg 2

< e

Ve > a,Vt =0 of

ol l'intégrale impropre S; (a-?—i)S converge (par la question 1). Il en résulte que les inté-
0 f

grales impropres So (-, t)dt et S+OO ”g t) dt convergent normalement sur |a, +oo[. De
tout cela, on en déduit par le théoreme de dérivation sous le signe { (le cas non compact)
que les fonctions F et G : Ja, +o0[— R, z — S(J]roo flx,t)dt et S(J)roo g(x,t) dt sont de classe
C! sur Ja, +o0[ et que

, +00 af +00
Vz €la, +of, F'(z) = J = (z,t)dt = f g(x,t)dt = G(x)
0o Oz 0
ol la deuxieme égalité se montre comme a la question 4. Ceci étant vrai pour tout a > 0,
F et G sont de classe C' sur 0, +o[ et on a F’ = G, ce qui prouve que F est de classe C?
sur |0, +oo].



Exercice 3 :
1. (a) Dessin de P

A

12
N

(b) Soit (z,y) € R?. Alors :

2 2

(r,y) e P — 2x2—4x<y<% = 2x2—4x<% = 4a” — 8x < 2?
8
— 327 -8 <0 = 2(32-8) <0 = O<z<g.

Ainsi, P = {(z,y) e R%2,0 < z < %, 222 —4r < y < %} Il en résulte que P est

quarrable, car les fonctions [0, g] — R, 2~ 222 — 4z et % sont continues (elles sont

polynomiales) et que :
z2 /2 8/3 .2
J dy | doz = J (%= — (22° — 42))dx
2x2—A4zx 0 2

u(p) = [[ ardy - j/ (
P

8/3 2 3 8/3 2 8/3 2 19
=J (—3i+4x)dx= L 4 9a? = x—(4—x) :87(4—§)= 8
0 2 2 o 12 o 2x320 3

2. Dessin de T

C




La droite passant par A et B, celle passant par B et C et celle passant par A et C ont
respectivement pour équations : y = 3z + 2, y = —fx + 2 et y = —1. On en déduit que

3
T={(x,y)eR2, y <3z +2, y<—§x+2, y>—1}.

(a) Si(x,y)eT,alors3z+y+6 = 32+2)+(y+4) > y+(y+4) =2y+4 > -2+4=2>0.
Donc 3z + y + 6 # 0. On en déduit que la fonction (x,y) — m est bien définie

sur T
(2- y)}

(car si (z,y) € T, alors y < 3z + 2 donc z > $(y — 2), mais aussi y < —32 + 2 donc
%(ny) > z et donc %(ny) >z > %(y72) — %(ny) > %(ny) == 2>y.
La réciproque est immédiate). On en déduit que T est quarrable et que

dz dy 2 3(2-y) dz
et L ) v
Bz +y+6)2 a\Jotey 3z +y+6)

(b) On peut encore écrire :

OJ\[\.’)

1
T={(1:,y)€R2, —1<y<2, fg(ny)<x

1

w

Or

J‘2(2 y) dr 1[ 1 ]3(2 Y)
1y Bz +y+6)? 3|3z 4+y+6 r=—1(2y)

(ot v N1/
- 3\10—-y 2y+4) 3\2y+2) y-—10)°

Donc

2 1 1 1 2
3] = dy = | =1 2) +Inly — 10
|, (z<y+2>+y—1o) v [2 nly+2)+Infy ']_1

1 1
= (ln2+31n2)7(§1n1+1n11) =4In2—-1Inll —1111—61S

ingi [ = Ll 16
Ainsi, I = 31n 3.



