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Exercice 1.

1. Pour intégrer en coordonnées sphériques, on considere le difféomorphisme
©:U—=V, (p,0,\) — (pcosfcos A, psinfcos A, psin \)

ou, R>0 étant fixé, on a U =0, R[x] — 7, 7[x] —7/2,7/2[ et
V = B3(0; R) ~ {(z,0, 2)/2* + 2* < R*,x < 0}. Ici on peut prendre R > 1 (pour que
D C B3(0; R) ). Alors, si on pose A = {(p,0,\) € U/p(p,0,\) € D}, on a :

(p,0N)eA = 0<p<l,—nm<O<m,—7/2<A<7/2, psinA>1/2.

Or, si p <1, alors sinA > psin A > 1/2 (car psinA > 1/2>0et p > 0= sin A > 0)
et donc /6 < A < w/2. D’ou I'équivalence :

(p, 0N eA e —<O<m,m/6<A<7T/2 <p<lLl

1
" 2sin A

A est un ouvert quarrable de R? et on a la formule de changement de variables :

I_/// dxdydz—/// psin p 2 cos A dpdfd
\/x2+y + 22)

ou encore :

I = [[[ysinAcos AdpdddX = [ ( fﬂ/Q sin \ cos )\(fll/2sin)\dp)d)\>d9 —
2 f:/; sin \ cos )\(fll/QsinA dp)d\ = 27 fﬂ/g sin A cos A(1 — )d\ =
7r f7:r//62(2 sin A cos A — cos \)d\.

2 m)\

2. Ona]—ﬂf/ QSlnACOS)\d)\—Wf/ cos A\ d\ = r[sin? )\] 2 _ [sin)\]ﬂéﬁ—ﬂ(l
1/4)—7T(1—1/2)—37r/4—7r/2—7r/4

Exercice 2.

1. (a) Soit vy = (1,1,—1,—1). Alors, pour tout vecteur v = (x,y,2,t) € R* on a
les équivalences: v € E & x+y—z2—1t=0& (v,u9) =0 & v e {v}.
Donc E = {vo}l = Vect{vg}t. Dot E+ = Vect{vg}*+ = Vect{vy}. Alors

g0 = HZEH = (1, 1,—1,—1) est une base orthonormée de E+.



(b) Soient 7 et 7’ les projecteurs orthogonaux sur E et E+. Comme ¢, est une base

orthonormée de E+ on a Vv € R*, 7/(v) = (v,e9)g9 = T‘Z:‘Og vo. En particulier
'(u) = Tﬁj:“ogvo Or (u,v9) =a+b—c—d et ||vg|/*= 4. Donc 7'(u) = 2(a+b—
c—d)vy.

(c¢) Sachant que m(u) + 7'(u) = u, on peut écrire:
d(u, E) =[| u—m(u) |=[| 7'(u) = fla+b—c—d|[|vll= 3la+b—c—d|

2. (a) Sie= (e1,e,e3,64) est la base canonique de R*, on a:
013 1 1 3 1 1 2 0
011 1 2 0
det(ey, vy, v9,v3) = =—/11 1|=—=1 0 0|= =
013 —1 La _1l 7 g o P2 -2
1 11 3

440

(*) ou Oé:OQ_Ol et C:I)):Cg—cl.

(e4,v1, V2, v3) est donc une base de R* et (v1, vy, v3) est libre. De plus, clairement,
vy, 02,03 € E, et donc Vect{vy,ve,v3} C E # R D’ou 3 = dim Vect{vy, vy, v3} <
dim £ < 3. Ainsi dim F = dim Vect{vy, v3,v3} = 3 et donc Vect{v, ve,v3} =
E. (v1,v9,v3) étant libre et engendrant E, c’est une base de E.

(b) Soient, respectivement, w = (wy,wy, w3) et £ = (1, 9,£3), Porthogonalisé et
I'orthonormalisé de v dans E. Alors, on sait que:

wy = V1, Wy = Vg —

ot (vg,w1) = 8 et| wy ||>= 4. Donc wy = vy — %wl =wvy —2w; = (3,1,3,1) +

(—2,-2,-2,-2) = (1,—1,1,—1) et ||wy||*= 4. On a aussi

(v3,wi) =4, (v3,we) = —4 et donc:
wy = vy — dw; — Sy = vy —wy +wy = (1,1,-1,3) + (=1, -1, —1,-1) +
(1,-1,1,—1) = (1, -1, —1,1) avec || ws ||*= 4. On en déduit que:
w1 1 Wo 1 w3 1
= (11, e = 2 = (11,1, 1), ey = = (1,1, —1,1).
Jwi 2 w2 Jws] 2

(¢) On a vu que wy = v — 2w; et que wy = v3 — wy + we. On en déduit que vy =
2wy +wy et vz = wi —ws +ws, ou encore vy = 4e1+2e5 et v3 = 261 — 269+ 2e3
et donc, comme ¢ est une base orthonormée directe de E, on a :

2 =2 4 2 4 2

0 277 |o 2|27 |2 —2
(2,2,2,2) + (—4,4, —4,4) + (—6,6,6, —6) = (-8, 12,4, 0).

UQ/\Ug = E3 = 481—882—1283 = 2w1—4w2—6w3 =

Exercice 3.

1. M tant symétrique, f I'est aussi car la base canonique de R? est orthonormée. f est
donc diagonalisable (dans une base orthonormée de R?).
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1 6 2 -3 6 2 -3 1 49 0 0
tMM:MM:ﬁ 2 3 6 2 3 6 == 0 49 0| =1
-3 6 -2 -3 6 -2 0 0 49
M est donc une matrice orthogonale et, de ce fait, f est un endomorphisme orthogonal
de R?, car sa base canonique est orthonormée.

3. f étant un endomorphisme a la fois symétrique et orthogonal, ¢’est donc une symétrie
orthogonale. On peut donc écrire f=sp on F ={v e R3/f(v) =v} =
{veR3¥/(f —Id)(v)=0}. Or

1 6 2 -3 -7 0 0 1 -1 2 =3
M—]:?[ 2 3 6|]4+10 =7 0 ]:? 2 —4 6
-3 6 -2 o 0 -7 -3 6 -9
Dong, si v = (z,y,2) € R3, on a les équivalences :
x —r+2y—32=0
vel <— (M-I)|y| =0 <~ 20 —4y+62=0p <— —ar4+2y—32=0.
< —3r+6y—92=0

Ainsi F = {(z,y,2) € R}/ —x + 2y — 3z = 0}.

4. Soit v; = (1,-2,3). Alors v = (z,9,2) € F < (v,v1) =0 <= v € {v}.
Donc F = {v}*+ = Vect{v;}* et donc F+ = Vect{v|}*+ = Vect{v,}. Alors

€1 =l = \/Lﬁ(l, —2,3) forme une base orthonormée de F'*.

Clairement vy = (2,1,0) € F. Posons ensuite v3 = v; A vy = (—3,6,5). Comme
v3 Loy, on awvs € {v1}+ = F, mais aussi v3 L vy. Ainsi (vq,v3) est une base orthogo-

nale de F' (car dim F = 3 —dim F'+ =3 — 1 =2). Alors, si gy = ﬁ“ = \%(2,1,0) et
o

€3 = [ = \/%—0(—3, 6,5), on voit que (g9, 3) est une base orthonormée de F.

5. & = (£1,€9,3) est une base orthonormée de R? (car &, est une base orthonormée de

F* et (e1,&2) est une base orthonormée de F') et on a f(g1) = sp(e1) = —e; (car
g1 € F1), f(e2) = sp(ea) = &9 et f(e3) = sp(e3) = €3 (car g9,e3 € F). On en déduit
que :
-1 0 0
Mat(f,e)=| 0 1 0
0 01

f se diagonalise donc dans €.

Exercice 4.



1. Soit A la matrice du systeme et B = G) Alors

0 1
= (%)
Al

On a xa(A) = (:4 _/\) =X +4=(\—2i)(A+2i). A est diagonalisable sur C
car ses racines sont simples. Recherchons une base de vecteurs propres de A. Soit

V = (;C) € C2. Alors on a les équivalences :

T

AV =2V = (A—2I)V = (_2’ L > (y

-4 =2

. x 1
y=2r < V = (221") —x(%).

V) = <212) est donc une base de I'espace propre associé a 2i. Alors Vo =V} = (_122->

est une base de 'espace propre associé a 2i = —2i. On en déduit que les applications

Z,7 R — C%*ou Z(t) = ¥V et Z(t) = e %V, forment une base de I'espace
vectoriel complexe des solutions complexes de (H).

):O — 2r+y=0

2. Soit X (t) = RZ(t) et Y(t) = SZ(t). On sait que (X,Y) est une base de I'espace
vectoriel réel des solutions réelles de (H). Or

. 1 cos 2t + ¢sin 2t
Z(t) = (cos 2t + isin 2t) (22) — (—25111215 9% cos Zt)

cos 2t sin 2t
Done X(¢) = (—2 sin 2t) et V(t) = <2 cos 2t>'

a) (o a,b € R ). Alors, C' est solution

3. Soit C': R — R? I'application constante sur (b

de (S) ssi Pour tout t € R on a :

0=2'(t)=y(t)+1=0b+1
0=y'(t) = —da(t)+1=—4a+1

On obtient b = —1 et a = 1/4. Donc C(t) = (1_/f)

y(®)
par le théoreme général donné dans le cours). Alors elle s’écrit :
S(t) = AX(t) + uY (t) + C(t). ou A\, 1 € R sont des constantes a déterminer. Or les

4. Soit S(t) = (x(t)) la solution recherchée (On sait qu’elle existe et qu’elle est unique
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conditions initiales nous imposent que :

(5{4) — 5(0) = AX(0) + uY'(0) + C(0) = A ((1)) b u (g) + (1_/11) _ (é :_1/14>

D’ou le systeme linéaire a résoudre :

{A+1M:5M}=>A:u=1

2pu—1=1

Ainsi, la solution recherchée du systeme s’écrit :

x(t) = cos 2t +sin2t + 1/4
y(t) = —2sin 2t + 2cos 2t — 1



