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Espaces Euclidiens

Exercice 1 :
Montrer que l'application (A4, B) — tr(*AB) de M>(R) x Ms(R) a valeurs dans R est un pro-
duit scalaire. Calculer 'orthogonal de I’ensemble des matrices diagonales puis celui des matrices
symétriques.

Exercice 2 :

Dans R3 muni de son produit scalaire canonique, déterminer la projection orthogonale sur le
plan d’équation z + y + z = 0 de (1,0,0), et plus généralement d’un vecteur (z,y, z) quelconque.
Donner la matrice de cette projection ainsi que celle de la symétrie orthogonale par rapport a ce
plan.

Exercice 3 :

Dans un espace euclidien de dimension n, on considére un sous-espace I’ de dimension r et
(f1,..., fr) une base orthonormée de cet espace. On note pr la projection orthogonale sur F,
c’est a dire la projection sur F associée a la décomposition F = F @ F*.

Montrer que :

Yv e F, pF(U):<’U,f1>f1+<’l},f2>f2+"'+<1},fr>fr.

Exercice 4 :

Dans R3 muni du produit scalaire euclidien canonique, donner la matrice de la projection ortho-
gonale sur le plan d’équation x + 2y — 3z = 0. Donner la matrice de la symétrie orthogonale par
rapport a ce méme plan.

Exercice 5 :
Quelle est la transformation de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 -2 6 -3
z 6 3 2 ?
-3 2 6

Exercice 6 :
Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur Vect(vy, Vg)
ouv; = (1,—1,0,0) et vy = (0,1,0,1).

Déterminer inf

Exercice 7 : 1
(a,b)eR? f

2
(e” — (ax + b)) dx.
0
Exercice 8 :

Soit F' le sous-espace de R® engendré par u = (1,2,3,—1,2) et v = (2,4,7,2,—1). Trouver une
base de 'orthogonal F'*+ de F.

Exercice 9 : 2 11
1. Soit A = 1 1 1 |. Montrer que A définit un produit scalaire ¢ sur R3. Construire
1 1 2
une base orthonormale pour .



2.

Exercice 10 :
Soient F =R, [X], I,

1.

Considérons la base (u1, uz,u3) de I'espace euclidien R?, out
Uy = (17171)7 Uz = (Ovlal)v us = (ana]-)

Utiliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour transformer {v;} en une
base orthonormale.

1 J~+OO .2
= — theT2 dt.
\V/ 2w —®0
Montrer que l'intégrale I,, est convergente. Que vaut Iop417?

1 +o0 2
Soit ¢ : E x E — R définie par (P, Q) = Tf Pt)Q(t)e 2 dt.
V4T J—wo

2.

Montrer que ¢ est un produit scalaire.

3. On suppose n = 2. Ecrire la matrice associée & ¢ dans la base (1, X, X?). Construire

une base orthonormale (P, Pi, P;) par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
appliqué a (1, X, X?).

Exercice 11 :

R3 est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien. Vérifier que les vecteurs u; =
(1,0,1), ug = (1,0,2) et uz = (1,1,1) forment une base de R3 et en déterminer I'orthonormalisée
de Gram-Schmidt.

Exercice 12 :
R* est muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien. Soient u; = (1,0, 1,0), uy =
(1,—-1,1,—1) et F' = Vect(u, us).

1.
2.
3.
4.

Déterminer une base orthonormale de F'.
Déterminer la matrice dans la base canonique de R* du projecteur orthogonal sur F.
Déterminer la distance du vecteur (1,1,1,1) au sous-espace vectoriel F.

Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la symétrie orthogonale par rapport
arF.

Exercice 13 :
On munit le R-espace vectoriel Ro[X] du produit scalaire ¢ défini sur Ro[X] x Ry[X] par

1.
2.

d(P,Q) = Ll P()Q(t) dt.

Déterminer I'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de Ry[X].

Déterminer la distance du polynome P = X2+ X + 1 au sous-espace vectoriel F' de Ro[X]
formé des polynomes f tels que f/(0) = 0.

Exercice 14 :
Soit f: R? x R? — R définie de la maniére suivante : si u = (x,y,2) et v’ = (2',%/, 2’) alors

1.

2.

flu, ) = 222’ + yy' + 222" + 2y’ +yx' + 22 + 22" + y2' + 2y

Montrer que f est un produit scalaire sur R3.
Soit P le sous-espace vectoriel de R? d’équation cartésienne 2z —y + z = 0.

(a) Déterminer l'orthogonal du sous-espace vectoriel P.



(b) Déterminer un sous-espace vectoriel de R? dont I'orthogonal est P.

3. Déterminer I'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de R? pour f.

Exercice 15 :
Orthonormaliser dans R? la famille u; = (1,2, —2), us = (—1,0,—1) et uz = (5,—3,7).

Exercice 16 :
A deux polynomes P et @ de R, [X], on associe le nombre

o(P,Q) = f P/(0)@Q (1) dt + P(0)Q(0).

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R,,[X].

2. Lorsque n = 2, donner une base orthonormée pour ce produit scalaire.



