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Correction partielle du Test 2 bis

Étudier selon le paramètre α P R la nature (intégrable ou non) de l’intégrale impropre
ż 8

0

sinptq

tα
dt

On note f : t ÞÑ sin t
tα la fonction définie sur R˚`.

Au voisinage de 0 on a l’équivalence :

fptq „
xÑ0

t

tα
“

1

tα´1

Donc f est intégrable sur s0, 1s si et seulement si α´ 1 ă 1 c’est-à-dire α ă 2.
De plus, comme f est positive au voisinage de 0,

ż 1

ε

fptqdt ÝÝÝÑ
εÑ0

`8

dès que α ě 2.
Au voisinage de `8, on a la majoration :

|fptq| ď
| sinptq|

tα
ď

1

tα

Donc f est intégrable sur r1,`8r si α ą 1.
Supposons maintenant α ď 1, et montrons qu’alors f n’est pas intégrable sur r1,`8r :

Pour k ě 1, on a

ż pk`1qπ

kπ

|fptq|dt “

ż pk`1qπ

kπ

| sin t|

tα
dt

ě
1

ppk ` 1qπqα

ż pk`1qπ

kπ

| sin t| dt

“
2

ppk ` 1qπqα
“

C

pk ` 1qα
.

Par critère de Riemann sur les séries, la suite
´

C
pk`1qα

¯

kě1
n’est pas sommable car α ď 1.

Donc
ż Nπ

1

|fptq|dt ě C
N´1
ÿ

k“1

1

pk ` 1qα
ÝÝÝÝÝÑ
NÑ`8

`8,

donc f n’est pas intégrable sur r1,`8r pour α ď 1.
Donc f est intégrable sur s0,`8r si et seulement si α Ps1, 2r.
Note : par contre

şA

0
fptqdt converge quand même vers une limite finie quand A Ñ `8 si

α Ps0, 1s, grâce critère de Leibniz sur les séries. (c’est-à-dire que l’intégrale impropre converge
quand même bien que f ne soit pas intégrable).
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